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INTRODUÇÃO

• Generalidades: Meios heterogêneos

Vamos nos convencer, simultaneamente, que o 
problema da transferência de calor em meios 
heterogêneos, em um contexto amplo, e o problema da 
condução de calor em materiais compósitos, em um 
contexto particular, são problemas extremamente idosos, 
relevantes, desafiadores, interessantes e atuais!

Desejamos entender, de fato, o comportamento 
macroscópico destes meios ou materiais, que depende 
de suas ‘propriedades efetivas.’





















• Objetivos
Desenvolvimento e aplicação de uma abordagem multiescala analítico-
numérica para cálculo da condutividade térmica efetiva de materiais 
compósitos com microestruturas 2-D ou 3-D e com ou sem a presença de 
uma resistência térmica interfacial

• Motivação
Aplicabilidade prática de materiais compósitos em várias indústrias e 
produtos de alta tecnologia
� Facilidade de fabricação 
� Baixo custo e baixo peso
� Propriedades mecânicas, térmicas e elétricas desejáveis  (rigidez, 

resistência à corrosão e ao desgaste, condutividade térmica, 
coeficiente de expansão térmica, constante dielétrica)

INTRODUÇÃO (cont.)



• Problema de interesse
Condução de calor em regime permanente em materiais compósitos

• Definição de materiais compósitos
� Meios heterogêneos fabricados com duas ou mais fases com 

propriedades macroscópicas distintas
� Fase contínua: matriz (constituída por materiais metálicos, orgânicos ou 

cerâmicos)
� Fase dispersa: partículas e/ou fibras (carbeto de silício, nitreto de 

alumínio, óxido de alumínio, grafite), vazios

• ‘Classificação’ dos materiais compósitos
� Particulados (partículas [aprox.] esféricas, elipsoidais etc.)
� Fibrosos (e.g., fibras com geometria axissimétrica)
� Híbridos (mistura de partículas e fibras) 

INTRODUÇÃO (cont.)





• Condutividade térmica efetiva (tensor de segunda ordem)

“Razão” entre a média volumétrica do fluxo de calor e a média 
volumétrica do gradiente de temperatura em um elemento de volume 
representativo (Milton, 2002)

(m – matrix; d – fase dispersa)

INTRODUÇÃO (cont.)



INTRODUÇÃO (cont.)

• Resistência térmica interfacial
� Origem: processo de fabricação

� Causas: aderência mecância e/ou química ruim; presença de 
impurezas e rugosidades; diferença entre os coeficientes de 
expansão térmica das fases; ruptura

� Efeito: salto do campo de temperatura na interface entre as fases
(barreira à condução de calor)

� Definição/modelo: razão entre o salto de temperatura e o fluxo de 
calor na interface



• Microestrutura
Arranjo geométrico das fases do compósito; caracterizada pelo 
volume e pelas distribuições de posição, tamanho, orientação e 
forma da(s) fase(s) dispersa(s) no interior da matriz; a 
microestrutura pode ou não ser estatisticamente homogênea (�
fração volumétrica da fase dispersa independe da posição)

• Classificação para modelagem
� Quanto à função de distribuição espacial das fases

� Ordenada (função de distribuição ‘trivial’)
� Randômica (função de distribuição ‘não trivial’)

� Quanto à periodicidade 
� Periódica (elemento de volume representativo se repete ao 

longo das direções espaciais)
� Não periódica

INTRODUÇÃO (cont.)





INTRODUÇÃO (cont.)

• Ilustrações de microestruturas 3-D                                        
(fase dispersa constituída por esferas)

















INTRODUÇÃO (cont.)

• Características dos materiais compósitos
� Presença de grande número de partículas ou fibras
� Escalas de comprimento bastante díspares

� MACROESCALA: dimensão física do compósito (cm -> m) 
� MesoEscala: dimensão característica da microestrutura do compósito 

(µm –> mm)
� microescala: dimensão característica das partículas/fibras (µm)

• Condução de calor em compósitos
� Problema de transporte em meio com múltiplas escalas
� Difícil aplicação direta de métodos analíticos e numéricos 

convencionais 
� Difícil determinação do campo local de temperatura
� Comportamento térmico macroscópico destes materiais pode ser 

descrito uma vez conhecida a condutividade térmica efetiva



BREVE REVISÃO DA LITERATURA

• MÉTODOS DE DETERMINAÇÃO DE LIMITES
(Torquato & Rintoul, 1995; Torquato, 1991; Nomura & Chou, 1980)

� Determinação rigorosa de limites inferiores e superiores
� Funções de correlação espacial para a microestrutura
� Raramente concordam bem com dados experimentais

(principalmente para razão de condutividades elevada)

• MÉTODOS ANALÍTICOS E SEMI-ANALÍTICOS
(Cheng & Torquato, 1997; Furmañski, 1991; Sangani & Yao, 1988;  Sangani & 
Acrivos, 1983; Perrins et al., 1979)

� Geometrias simples (e.g., esferas e elipsóides)
� Limite de diluição (pequenas frações de volume da fase dispersa)
� Distribuições randômicas das partículas



BREVE REVISÃO DA LITERATURA (cont.)

• ABORDAGENS FENOMENOLÓGICAS
(Dunn et al., 1993; Hasselman et al., 1993; Benveniste et al., 1990; 
Hatta & Taya, 1986; Hashin, 1968)

� Hipóteses heurísticas simplificadoras: conceito do campo médio de 
MORI-TANAKA e método da inclusão equivalente de ESHELBY

� Distribuições de orientação e razão de aspecto de fibras

� A maioria despreza as interações entre fibras vizinhas

� A maioria adota a hipótese de contato térmico perfeito

� Resistência térmica interfacial: arranjos 2-D de fibras cilíndricas de 
comprimento infinito

� Expressões para a condutividade térmica efetiva “válidas” para 
pequenas e médias frações de volume da fase dispersa



BREVE REVISÃO DA LITERATURA (cont.)

• COMPUTACIONAL 
(Duschlbauer et al., 2003; Matt & Cruz, 2002; Matt & Cruz, 2001; Rocha & Cruz, 2001; 
Veyret et al., 1993; Ingber et al., 1994; James & Keen, 1985)

� Flexibilidade para incorporar efeitos geométricos e físicos
� Maioria restrita a microestruturas 2-D
� Microestrutura tem que ser prescrita
� MEF, MDF, MEC

• EXPERIMENTAL 
(Jiajun & Xiao-Su, 2004; Garnier et al., 2002; Mirmira & Fletcher, 2001; Mirmira, 1999)

� Física completa
� Crítica à maioria das metodologias existentes por superestimarem a 

condutividade térmica efetiva de compósitos
� Estimativa da resistência térmica interfacial
� Estimativa da fração volumétrica de poros na matriz
� Informações a respeito da forma e orientação das fibras
� Comparação difícil com resultados teóricos/numéricos



CONDUÇÃO DE CALOR EM COMPÓSITOS

• Descrição física

compósito com microestrutura 3-D



CONDUÇÃO DE CALOR EM COMPÓSITOS (cont.)

• Formulação matemática (forma forte dimensional)



CONDUÇÃO DE CALOR EM COMPÓSITOS (cont.)

• Formulação matemática (forma forte adimensional)

magnitude da resistência 
térmica interfacial



CONDUÇÃO DE CALOR EM COMPÓSITOS (cont.)

• Formulação matemática (forma fraca)

� Vantagens da forma fraca

� Condição de contorno de continuidade do fluxo de calor na

interface naturalmente imposta (� facilidade para incorporação de 
vazios)

� Compatibilização com o método dos elementos finitos

� Definição dos espaços de funções



CONDUÇÃO DE CALOR EM COMPÓSITOS (cont.)

• Formulação matemática (forma fraca)

� Enunciado



CONDUÇÃO DE CALOR EM COMPÓSITOS (cont.)

• TEORIA DA HOMOGENEIZAÇÃO
(Milton, 2002; Auriault & Ene, 1994; Auriault, 1991; Bakhvalov & Panasenko, 1989; 
Bensoussan et al., 1978; Babuska, 1975)

� Técnica matemática rigorosa 

� Aplicada a uma variedade de fenômenos de transporte em meios
heterogêneos

� Comportamento da solução no limite em que a razão de escalas de 
comprimento tende a zero

� Transforma o problema de transporte definido no meio heterogêneo
original em dois problemas mais fáceis de serem resolvidos
� Problema homogeneizado
� Problema da célula



CONDUÇÃO DE CALOR EM COMPÓSITOS (cont.)

• TEORIA DA HOMOGENEIZAÇÃO
(Milton, 2002; Auriault, 1991; Bakhvalov & Panasenko, 1989; Bensoussan et al.,
1978)

meio heterogêneo meio homogêneo

célula representativa da 
microestrutura (RVE)



CONDUÇÃO DE CALOR EM COMPÓSITOS (cont.)

• TEORIA DA HOMOGENEIZAÇÃO
� Técnica das expansões assintóticas utilizando múltiplas escalas
� Técnica apropriada para problemas de transporte definidos em

meios estatisticamente homogêneos que apresentam uma
separação natural de escalas

� Solução é escrita em função de duas variáveis
� Variável rápida (coordenada da mesoescala) 
� Variável lenta (coordenada da macroescala)

(variável rápida) (variável lenta)



CONDUÇÃO DE CALOR EM COMPÓSITOS (cont.)

• APLICAÇÃO DA TEORIA DA HOMOGENEIZAÇÃO
� Substituindo as expansões para θ e v na forma fraca...

� Condição de homogeneização:
(a quantidade de calor gerada internamente no compósito deve ser da mesma
ordem de grandeza da quantidade de calor conduzida na macroescala)

� Cinco modelos para magnitude da resistência térmica interfacial  
(Rocha, 1999; Auriault & Ene, 1994)



CONDUÇÃO DE CALOR EM COMPÓSITOS (cont.)

• APLICAÇÃO DA TEORIA DA HOMOGENEIZAÇÃO
� Agrupando potências iguais de ε, obtém-se



CONDUÇÃO DE CALOR EM COMPÓSITOS (cont.)

• APLICAÇÃO DA TEORIA DA HOMOGENEIZAÇÃO
Escolhendo primeiramente v0

II = 0 e depois v1
II = 0, obtém-se

vII
0 = 0

vII
1 = 0



CONDUÇÃO DE CALOR EM COMPÓSITOS (cont.)

• APLICAÇÃO DA TEORIA DA HOMOGENEIZAÇÃO

Propondo a seguinte separação de variáveis para θ1
II(x,y)

e aplicando a propriedade de periodicidade para as integrais

de volume (Rocha & Cruz, 2001; Auriault, 1991) e de superfície
(Rocha & Cruz, 2001)

Elemento de volume representativo da microestrutura (suposta periódica) 
ou célula periódica

Porção da interface entre as fases no interior de Ωpc



CONDUÇÃO DE CALOR EM COMPÓSITOS (cont.)

• APLICAÇÃO DA TEORIA DA HOMOGENEIZAÇÃO
� Problema da célula

� Problema homogeneizado

� Tensor condutividade térmica efetiva



MÉTODOS NUMÉRICOS

• MODELOS GEOMÉTRICOS PARA CÉLULA PERIÓDICA
� Arranjos ordenados de esferas

� Arranjos desordenados de esferas



MÉTODOS NUMÉRICOS (cont.)

• MODELOS GEOMÉTRICOS PARA CÉLULA PERIÓDICA
� Arranjos ordenados e desordenados de cilindros

vazios
/ \



MÉTODOS NUMÉRICOS (cont.)

• GERAÇÃO DE MALHAS EM 3-D                                       
Procedimento baseado no gerador NETGEN (Schöberl, 2002)



MÉTODOS NUMÉRICOS (cont.)

• GERAÇÃO DE MALHAS EM 3-D                                
Procedimento baseado no gerador NETGEN (Schöberl, 2002)

p f



MÉTODOS NUMÉRICOS (cont.)

• DISCRETIZAÇÃO POR ELEMENTOS FINITOS
� Isoparamétrica de primeira ordem

� Solução e geometria interpoladas por polinômios de 1o grau
� Implementação computacional mais simples
� Integrais de volume e de superfície podem ser avaliadas 

analiticamente
� Convergência quadrática da solução numérica
� Resultados acurados para kij > 100 somente com refinamento 

excessivo da malha, onerando o tempo computacional
� Isoparamétrica de segunda ordem

� Solução e geometria interpoladas por polinômios de 2o grau
� Implementação computacional mais sofisticada
� Integrais de volume e de superfície tem que ser avaliadas 

numericamente
� Convergência cúbica da solução numérica
� Resultados acurados para kij > 100 sem a necessidade de um 

refinamento excessivo da malha



MÉTODOS NUMÉRICOS (cont.)

• DISCRETIZAÇÃO POR ELEMENTOS FINITOS

Problema da célula

operador bilinear, simétrico e positivo-definido

funcional linear relacionado à direção do gradiente de 
temperatura imposto externamente

operador bilinear e simétrico



MÉTODOS NUMÉRICOS (cont.)

• TRATAMENTO DAS INTEGRAIS DE VOLUME

Método de Galerkin (Reddy, 1993; Hughes, 1987)



MÉTODOS NUMÉRICOS (cont.)

• TRATAMENTO DA INTEGRAL DE SUPERFÍCIE

� Duplicação dos graus de liberdade associados aos nós globais
situados sobre a interface Γ

� Modificação da conectividade dos tetraedros que possuem pelo
menos um nó sobre Γ

� Cálculo dos saltos das funções (peso, teste) através das superfícies
em Γ

� Integração do produto dos saltos em Γ

� Soma das integrais resultantes aos componentes apropriados da
matriz de rigidez global



ANTES DA DUPLICAÇÃO APÓS A DUPLICAÇÃO

DUPLICAÇÃO DOS GRAUS DE LIBERDADE E MODIFICAÇÃO DA 
CONECTIVIDADE DOS TETRAEDROS



MÉTODOS NUMÉRICOS (cont.)

• Contribuições associadas ao nó do vértice A

� Função peso restrita ao nó A

� Salto da função peso através de Γee’

� Salto da temperatura através de Γee’

0



MÉTODOS NUMÉRICOS (cont.)

somar ao componente KAA

• Contribuições associadas ao nó do vértice A



MÉTODOS NUMÉRICOS (cont.)

SISTEMA DISCRETO DE EQUAÇÕES

MATRIZ DE RIGIDEZ E VETOR DE CARGA GLOBAIS MONTADOS A PARTIR DAS
MATRIZES E VETORES ELEMENTARES, IMPONDO-SE AS CONDIÇÕES DE 
CONTORNO DE PERIODICIDADE NAS SUPERFÍCIES DE Ωpc

• Algoritmo
Para cada nó situado sobre Γ
� Identificação dos nós vizinhos (de vértice e medianos)
� Identificação de seu duplicado e dos duplicados de seus vizinhos
� Definição da função peso restrita ao nó e aos tetraedros que o 

compartilham em Γ
� Cálculo dos saltos da função peso e da temperatura através das 

superfícies dos tetraedros que compartilham o nó em Γ
� Avaliação das integrais resultantes 
� Soma das integrais resultantes aos componentes apropriados da 

matriz de rigidez global



MÉTODOS NUMÉRICOS (cont.)

• Método iterativo (mínimos resíduos; Paige & Saunders, 1975)

� Apropriado para sistemas lineares de equações em que a matriz dos 
coeficientes é simétrica mas não necessariamente positiva-definida

� Critério de parada: baseado na norma L2 do vetor resíduo e em uma 
tolerância especificada pelo ‘usuário’ (σ)



FIM!!

MUITO  OBRIGADO!!



RESULTADOS



RESULTADOS

• Esforço 2-D: menor do que o esforço 3-D e (ainda) vale a 
pena no caso de arranjos randômicos

• Arranjo cúbico simples de esferas com resistência térmica 
interfacial uniforme (e, também, com contato térmico 
perfeito)

• Arranjo desordenado de esferas com resistência térmica 
interfacial uniforme e poros na matriz   (cálculos ilustrativos)

• Arranjo paralelepipedal de cilindros com resistência térmica 
interfacial uniforme

• Tentativa de comparação com dados experimentais











resistência térmica de contato crítica

0,71780,71801,43491,43490,60150,60161,30471,30470,51

0,72320,72341,42541,42550,60910,60921,29831,29830,50

0,74980,74991,37831,37830,64640,64651,26631,26630,45

0,77630,77641,33221,33210,68330,68341,23471,23460,40

0,80290,80301,28701,28700,72030,72031,20361,20360,35

0,82980,82991,24291,24280,75770,75771,17291,17280,30

0,85690,85691,19981,19970,79570,79571,14281,14280,25

0,88450,88451,15781,15770,83480,83481,11321,11310,20

0,91260,91261,11681,11680,87420,87421,08411,08410,15

0,94120,94121,07691,07680,91500,91501,05561,05560,10

0,97030,97031,03801,03790,95690,95691,02751,02750,05

R = 20000R = 5000R = 30R = 5

α = 10000, Rc = 9999α = 10, Rc = 9

c

ARRANJO CÚBICO SIMPLES DE ESFERAS
Validação com resultados semi-analíticos de Cheng & Torquato (1997)



condutividade térmica 
da partícula domina

resistência térmica de 
contato domina

ARRANJO CÚBICO SIMPLES DE ESFERAS
Comportamentos distintos para a condutividade térmica efetiva em função da 
magnitude da resistência térmica interfacial



ARRANJO DESORDENADO DE ESFERAS COM RESISTÊNCIA 
TÉRMICA INTERFACIAL UNIFORME E POROS NO INTERIOR DA 
MATRIZ (CÁLCULOS ILUSTRATIVOS, ACURADOS: novidade!)



1,192010,9000,824010,9000,818210,900ρf, max = 14

1,19645,88270,82621,12140,82040,898113,5

1,20234,13710,82851,08390,82260,895612

1,192010,9000,824010,9000,818210,900

1,21602,39720,83490,99910,82860,89028

1,22831,93520,84010,96190,83350,88526

Bi = 102Bi = 10-1Bi = 10-6

ρf

c = 0,10, ρp = 5 e α = 100 

ARRANJO PARALELEPIPEDAL DE CILINDROS
Validação com os resultados obtidos a partir da regra de misturas e a partir da 
expressão de Hasselman & Johnson (1987) para compósitos fibrosos unidirecionais 
com pequeno c



ARRANJO PARALELEPIPEDAL DE CILINDROS
EXEMPLOS DE RESULTADOS NOVOS

9,09425,030,1410,2784,36676,02200,14060,27850,70

5,24411,270,2490,3623,32924,55680,24920,36190,60

3,6276,9770,3540,4532,64413,57720,35410,45300,50

2,68474,85280,46130,55202,14322,86710,46130,55200,40

2,05403,56280,57430,65841,75682,31840,57430,65840,30

1,59902,66740,69710,77101,44901,86740,69710,77100,20

1,25861,95860,83560,88721,20051,46470,83560,88720,10

Bi = 104Bi = 10-6Bi = 104Bi = 10-6

α = 1000α = 10

c

ARRANJO PARALELEPIPEDAL ρp = ρf = 20



COMPARAÇÃO COM DADOS EXPERIMENTAIS (tentativa)

• Trabalho experimental de Mirmira (1999)
� Medidas das condutividades térmicas efetivas longitudinal e transversal 

de compósitos de fibras curtas em função da temperatura

� Características dos compósitos
� Matriz: éster cianato
� Fase dispersa: fibras de carbono (DKE X, DKA X, K22XX)
� Fração volumétrica das fibras nos compósitos fabricados:              55%, 

65%  e 75%
� Razão de aspecto das fibras: 20
� Fração volumétrica de poros: 4% (estimativa)
� Condutância térmica interfacial estimada: 105 W/m2 K
� Fibras distribuídas em planos paralelos e orientadas de forma aleatória

• Resultados numéricos: aplicação da metodologia desenvolvida ao 
arranjo paralelepipedal de cilindros

• Resultados analíticos: expressões para as condutividades efetivas 
obtidas por outros autores para arranjos de fibras cilíndricas 
orientadas de forma aleatória



COMPARAÇÃO COM DADOS EXPERIMENTAIS (tentativa)

159,3057,0869,60106,0431,5562,1373,0067,9746,49373,15

148,7252,2870,0098,5228,8264,7067,6262,5648,22353,15

145,0650,6670,5095,9427,9065,0965,7860,7249,14333,15

141,3449,0471,0093,3226,9866,0663,9258,8749,64313,15

152,3153,8871,15101,0629,7366,5869,4464,3750,12293,15

Analit.Num.Exp.Analít.Num.Exp.Analít.Num.Exp.

75%65%55%

T (K)

COMPÓSITOS COM FIBRAS DO TIPO DKA X (cond. longitudinal)

Legenda: Exp. = experimental  Num. = numérico  Analít. = analítico (Dunn et al., 
1993)



6,9215,377,744,675,868,803,413,636,65373,15

6,2914,007,794,255,338,803,103,306,75353,15

6,0813,557,794,105,158,973,003,196,76333,15

5,8813,097,813,964,989,082,903,086,80313,15

6,5014,467,834,395,519,103,213,416,80293,15

Analít.Num.Exp.Analít.Num.Exp.Analít.Num.Exp.

75%65%55%

T (K)

COMPÓSITOS COM FIBRAS DO TIPO DKA X (cond. transversal)

Legenda: Exp. = experimental  Num. = numérico  Analít. = analítico (Dunn et al., 1993)

COMPARAÇÃO COM DADOS EXPERIMENTAIS (tentativa)



ARRANJO DESORDENADO DE CILINDROS COM                       
RESISTÊNCIA TÉRMICA INTERFACIAL E POROS (cp = 0,5%)                   
(novidade!)

Caso teste 1: α = 250 e Bi = 10
Caso teste 2: α = 250 e Bi = 10-6

Caso teste 3: κ11 = κ22 = κ33 = 250, κ12 = κ13 = κ23 = 200 e Bi = 10
Caso teste 4: κ11 = κ22 = κ33 = 250, κ12 = κ13 = κ23 = 200 e Bi = 10-6

1,0801,1801,2823

0,83360,84970,86504

0,83360,84970,86492

1,0831,1891,2991

Condutividade térmica efetiva c = 13% e ρf = 1,5

Caso teste



• Implementação de modelos geométricos em 3-D mais 
representativos de microestruturas de materiais compósitos

• Implementação de uma resistência térmica interfacial variável ao 
longo da superfície das fibras (Duschlbauer et al., 2003; Fletcher, 
2001)

• Tratamento apropriado da microescala para análise de 
microestruturas nas configurações bem próximas à máxima 
concentração e com resistência interfacial finita entre as fases

• Extensão da metodologia desenvolvida à determinação de 
propriedades mecânicas efetivas de materiais compósitos (por 
exemplo, módulo de elasticidade efetivo)

• Consideração do efeito da variação das propriedades com a 
temperatura
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Cálculo das contribuições associadas ao nó mediano M em ΓΓΓΓ

� Definição da função peso

� Cálculo do salto da função peso

� Cálculo do salto da função teste

0

somar ao componente KMA



CÁLCULO DAS INTEGRAIS DE SUPERFÍCIE RESULTANTES



• ARRANJO CÚBICO SIMPLES DE ESFERAS COM RESISTÊNCIA       
TÉRMICA INTERFACIAL UNIFORME
� Comparação com CHENG & TORQUATO (1997)
� Gráficos de convergência do erro absoluto


